Chapitre 1

Dualjté : e, .
ualité ep programmation linéaire -

Etant donng yyp
appelé Programme
gramme primal. Ce

Programme linéaire on peut toujours lui associer un autre programme linéaire
dual du programme initial : dans ce cas le programme initial est appelé pro-
s deux programmes sont dits alors pre ygrammes duaux, ou duals, ou en dualité.

1.1 Définitions

Définitio
| ¢ VI 1 I8 s P T
1.1.1 Etant donné le programme hinéaire sous la forme générale (P) ci-dessous

min Z =37 ¢,
s e L
D=1 @T;=b, i=p+1,..m ()
i 20 j=1;45q ;
x; hbre j=q+1,...n

On appelle programme dual de (P) le programme linéaire (D) ci-dessous

m

max W = Z b,y
=1

th 200 1=y P

g:‘ libre p=p+1L,...m (D)
Z QY S (¢} ] - l,q

=1

Z Ay = ¢ (j =q+ | [ ¢

i=1

Cette définition est caractérisée par les regles suivantes L)
1) A un probleme primal de minimisation ( de maximisation ) correspond un probleme dual de
maximisation ( minimisation).
2) A toute vraie contrainte primale correspond une variable duale : si la vraie contrainte est une

inégalité, la variable duale est soumise & une condition de non-négativité (> 0).

Si la contrainte est une égalité, la variable duale est libre (2.¢ quelconque) . Par convention en
dualité, les contraintes d’inégalit¢ d'un problene de minimisation

( maximisation) sont toujours considérés sous la forme = =" (+ <").

3) A toute variable primale correspond une contraite duale

- si la variable primale est soumise a une condition de non-négativité, la contrainte duale est une
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inégaliteé,

- si la variable
4) Les coeflicie
duale. Les ge
{onctiumobjeclif du dual.
5) La matrice des vraje
du prima].

On

est m)““ l‘d Col][l‘i\i”w est une l'"_";ll‘lt(‘. illt
o ) . oo ke g . 5 . T ltl.u

nts de la fonction-objectif du primal deviennent les seconds membres des Nlt (‘e !

| i \ retents :
conds membres des vraies contraintes primales deviennent les coefficier

=
, : o oiec’contrail
s contraintes du dual est la transposée de la matrice des vraies CC
‘\ |

a la propriété Suivante ; *

Propositi gl ;
Position 1.1.1 L'opération de la dualité est involutive (i.e le dual du dual est le pl'lmal.

les regle

En prati '

; ) ‘ . .

pratique pour déterminer le dual d'un programme linéaire, on peut utiliser ;
aintes /

transferts suiv ¢

antes (regles - i B i
S gles permettant de déterminer le type de variables et de con
probléme dual). g %

Y
— Primal (Dual) Dual (Primal) I
5 o — . e
nctlcl)‘n objectif & maximiser | Fonction objectif & minimiser s
eme N oQ 3
r contrainte > im¢ yariable < 0
eme al séme y
1" contrainte < i*"¢ variable > 0 r
1M contrainte = i*™¢ variable 2 0 | -
j¢ variable > 0 j¥me contrainte > i -
\‘ Jeme variable <0 jéme contrainte < " f
j®me variable > 0 jtm contrainte =

gauche).

Ce tableau se lit dans les deux sens (i.e de la gauche vers la droite comme de la droite vers [
Considérons le programme linéaire f
-

minZ = cx
{ Ax>b
220, [
Son dual est )
max W = yb [
yA<ec
y20. -

Dans cette notation matricielle la variable duale y est une matrice ligne contrairement a g
variable primale qui elle est une matrice colonne.

Remarque 1.1.1 On remarque une symétrie (contraintes d'inégalités et valeurs positives da1{

|

un probléme sous forme canonique et son dual).

1.2 Propriétés de la dualité

Considérons le programme linéaire :

Z* =minZ.= cx
{ Az >b (1

r>20
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1.2 PROPRIETES DE LA DUALITE | |

oudeM,. »
{m "R\‘ te \11 :(R“- be \l ;(RH et son dual :

W* = max IV = yb
yA<e (D)
y>0
Propriété de la dualite faible)

wement des solutions réalisables de (P) et (D) alors on a : ¢¥ 2 yb

Proposition L2.1 (

T ety sont respect

Corollaire 1.2.1 0p 4 .

" Z* > yb pour tout y : solution réalisable de (D).

< o \
= G pour tout Yz solution reéalisable de (P).

Corollaire 1.2.2 §; 7+
(D) est UMpossibh]
De méme si 1+
st le dual (D)

= —0o0, le probléme (D) n'admet pas de solution réalisable (i.e le dual
€ st (P) est non borné). '

= +00, le probléme primal n'admet pas de solution réahsable, en d autres termes,
est non borng, le primal (P) est tmpossible.

CO l i g * d -7 . ’ *
.bl‘Ollane 12.3 Siz* et y* sont respectivement solution réalisable (P) et (D) vérifiant cx* =
Yy 0, alors, x* et y* sont des solutions OPtzmalm de (P) ot (D) respevtu'(;?n'zrnt

Preuve : Si 2* n'est pas solution optimale de () i.e 37 solution réalisable de (P) avec ¢ < cz”

(car probleme de minimisation)
€T < cx* = y*b, absurde!
On montre de méme pour l'autre cas. =

Proposition 1.2.2 (Propriété de la dualité forte)

Si (P) (respectivement (D)) posseéde une solution optimale finie alors il en de méme pour (D)
(respectivement (P)) et de plus Z* = 11"

En d'autres termes étant donné deuz problémes en dualité si l'un posséde une solution optimale
finie, alors il en est de méme pour l'autre et de plus les valeurs optimales sont €gales.

Preuve : Considérons le programme (P) sous forme standard

Z*=minZ =cx

a szl

Le probleme (P) admet une solution optimale finie si et seulement si (P) admet une solution
optimale finie.

Notons ¢ = (c,0), A= (A-1,)ctu= ( 1 ) Le probleme (P) s'écrit alors

Z* = minZ = cu i

Au=b
u>0
Supposons alors que (P) possede une solution optimale finie, il existe donc une solution

réalisable de base optimale. Soit B une basc réalisable optimale et u* la solution de base réalisable
optimale associée. On sait par ailleurs que le dual de (P) est :
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W* =maxW = yb s

o
i l
i : )

Comme B est optimale, alors ¢ — ¢ B! A . ) o l
- 1 ptimale, alors ¢ - ¢3B~'A > 0 (car probleme de minimisation).. Ce qui es®
¢quivalent a

c—cgB1A>0 ! l
B~ >0 L
Z( P;)Soni UB l:b;BB;)l- On remarque que y* est solution réalisable du dual. En outre on & f
u') = cpB~'b = y*b = W(y"). Ce qui implique d’apres le corollaire(1.2.3) que y* est solutiors l
optimale de (D). plique d’aprés le corollaire( ) [_—_]J

On a les corollaires suivants . \1 l

Corollaire 1.2.4 Soit 2* et y* respectivement des solutions réalisables de (P) et (D), a I
it e " est solution optz.male de (P)
y* est solution optimale de (D). |~
A.
Corollaire 1.2.5 Etant donné une paire de problémes en dualité, il n'existe que 4 situatiOHL‘ l

possibles parmi les 9 potentielles.

1) Les deuz problémes possédent des solutions optimales finies r‘l
2) a) Le probléme primal non borné, et le probléme dual est impossible ca
b) le probléme dual est non borné et le probléme primal est impossible |
3) Les deux problemes sont impossibles. E ‘ I
On peut schématiser cela dans le tableau suivant r I
. Solution optimale Probleme Probleme =
Primal/ dual . ; . : -
finie non borné impossible 1
Solution optimale \ X [
i 1) non non 1)~
finie \
A Probleme’ non ’ non ‘ 2) a) [
non borné
s 1
.Proble.me non 2) b) 3) \
impossible N |

, 1.3 Théorémes des écarts complémentaires

On considere toujours les programmes linéaires en dualité :

Z*=min Z =cx W*=max W =yb ‘
Arzb (P yA<c (!
gzl y20
e
On a le théoréme suivant : : (
i
i
t
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1.3 THEOREMES pEg f
”I’”\USIM\PVHH\VHHHI\H\IUWF
Théoréme 1.3.1 (7)

oréme faible d
~ - ) ‘
Jout % et y* d

l es ecarts complémentaires)
CUT solutions n |

; S respectivement ,

| rea [\\’, }
Une condition nécessair i

e et suffi . . elles
vérifient ffisante pour que r* et y* soient solutions optimales est qu el

YAt = b)i=0 (1)
c=y A =0 (2

Preuve : Posons S A :
0sons a = y*(Az* - b) et f = (c—y*A)r": comme z* et y* sont des solutions réalisables

de (P) et (D), on a o >0,8>0et

a+B=y'Ar" —y'b+er” -y AT = ca’ - y'b.

Or une condit; 4
1on necessaire et suffisante d'optimalité de deux solutions réalisables x* et y* res-

ectivement de - -~
Sont o fl? (P) et (D) est ca* — y*b = 0. Ce qui est équivalent & a+ 3 = 0. Comme a ¢t 3
gatifs, cette condition est encore équivalente a ke

a=0 ot y (A =b)=0
B=0 (c=y A)a* =0
D'ou le théoreme.

a

Siq; et A; désignent respectivement les matrices lignes et colonnes correspondant & la ligne 7
et la colonne j de A, on a

m

YAz -b) =0« Zy,(a,.l' -b)=0=ylez-b)=0 Yi=1..m,

=1
et
(c—yA)r=0¢ Z(('J —yAj)r; =08 75(c; —yA,) =0 V=T
j=1

On peut dire alors qu'une condition nécessaire et suffisante pour que deux solutions réalisables
= et y respectivement de (P) et (D) soient solutions optimales est qu'elles vérifient :

{ yiaz —b)=0 VYi=1..m

((-L— yA)z, =0 Vj=1l,.n

Il existe une autre version dite version forte du theoreme des écarts complémentaires

Théoreme 1.3.2 (théoreme fort des écarts complémentaires)

Une solution réalisable x de (P) est une solution optimale de (P) si et seulement si il existe y une
solution réalisable du dual telle quc

yA; =¢; g ey = 0EEY
el v g S

Exemple 1.3.1
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a) Considérops le programme linéaire ci-dessous. {
min Z =1, +x, < l
St1+1224 f
Ty +4ry > 5 - l
Ty, 3220 ‘l
|
Montrons que le point = = (1, 1)T est une solution optimale. | l
On vérifie facilement que ce point est une solution réalisable.

donc d’apres le théoréme des écarts complémentaires x est solution optimale si et seuleme

il existe une solution réalisable y du dual telle que
B+ a2 =4y =

(1 + 42 = D)y =
By +y2—1

Jar =
yi + 4y — ay = L
En remplagant = par sa valeur dans ce systéme, on obtient : l
Wty=1
n+dyp=1 .

Soit alors le point y = (3, Z)”. Cette solution est bien réalisable du dual par suite T est solutiol
optimale.

b) Considérons le programme linéaire ci-dessous.

min Z = 2, + 31,
2x1+ 19 2 3
21‘1-1’225 e
z1+429 > 6

Ty, T2 20 ; [

i) Le point = = (3,1)7 est-il une solution optimale ?
ii) Le point z = (%, )T est-il une solution optimale? ]

i) On vérifie facilement la réalisabilité de x. C’est une solution optimale si et seulement si
existe une solution réalisable y du dual telle que

On remplace z par sa valeur dans ce systeue, on obtient :

n =0 i
y3 =10 ; l
y2 =1 '
s b
Ce qui n'est pas. En conclusion le point r n'est pas solution optimale.
B
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1) On vérifie fy
l existe une solutig Cllemen 1 réalisabil

té de . Cest une solution optimale si et seulement I il

N realisable y dy dual telle que

-
l (le*lx—‘?ul——”
(2 =3 -9) V=0
(@) + 4z, - 6)y3 =0
2
(2y 1+2l],*1/(_),|_[)
-y + dys =3, =0
On remp)
l ! C I par sa \dl( ur lltlll.\ CC systeme on vbtient ¢
hi=10
l 2oty =2
“Yrdyy=3
Ce qui donne
e ' cali '
> sol la solution y = \0 9 u) qui est bien une solution réalisable du dual. Par suite « est
une solution optimgle. ‘

1.4 Algorithme dual Simplexe 3

|
|
L )
\ ] On considére le programme linéaire :
Z¥=min 4=
l Av=1§ L
l 52200
l A € l\[m‘-,,(R)'. ce J\IL,](R) et be ‘\Tm‘l (]R)
],_‘ On suppose que rg(A) =m < n.
| On a la définition suivante :
]] Définition 1.4.1 Soit B une base de (PL). Cctle base est dite duale réahsable s1 © = ¢ —

CBB_IA > 0.

Par opposition, B est primale réalisable st b=B"1">0.

-

-~
Remarque 1.4.1 1) Pour un probléme de marunisation une base B est dite duale réalisable s

C=c—cgB A <. Elle est primale réalisable si b=B% >0;
2) Une base B qui est a la fois prumale et duale réalisable est optimale.

-

L'algorithme dual simplexe contient deux phases :

Phase 1 : Procédure d’initialisation

On détermine une premiére base duale réalisable. Si cette procédure échoue, cela signifie quune
telle base n'existe pas. C'est-a-dire que le polyidre de la solution réalisable du dual est, vide, et
donc (P.L) est impossible soit non borné Z* = — .

Phase 2 : Procédure itérative
1) On considére B une base, on note I (resp.J) Vensemble des indices des variables de base
(resp. hors-base). On écrit le programme linéaire sous forme canonique par rapport a B. On dispose
donc A= B'A, u=c—LDBl-\Ltb— =Lh

-~
Si B est duale réalisable alors :
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Ly
-1 j 1 GIB
-1/2
L3 T U5
La co \ Voo e
i wdition N L
(n 0 l\l d'arrét de L\lgnllllllllr est verifi
2V

; , ¢ une solution optimale du probleme est 2=
et la valeur optimale est Z* SR

= [')
Exemple 1,49
max Z = =50y — 2113
Ly =y + 6y > 2
L) Ara >

La forme standarq est :

max Z = -5, — 211,
Ty—29+06r3—14=2
Y+ T9+213—15=1

. gl el B
L'ensemb]e

I[= {4-0} est une base évidente. La forme canonique par rapport a [ est :

-
max Z = =51, — 2wy

=T+ Ty — 613+ 14 = -2

—T) — Ty — 23+ 13 =—1

220, 1= 17,8,

On a ¢ <0 donc I est une base duale réalisable
On a les tableaux simplexes successifs suivants.
Ty Ty I3

£ &Ly Ly
5 [ 1/6  -1/6  -1/6 | 1/3 |
TS2 x5|-2/3 -4/3 -1/3 |-1/3|
[3/2 21/6 21/6] 7 |

A
|

TS1

Ty Ty Iy
. T3[1/2 -1/2 -1/4 | 1/4 |
e { 2 2 12 |12 |
[

12 -11/4 [ 3174 5

La condition d’arrét de l'algorithme est vérifice une
1

(& 1T et la valeur optimale est Z* = -3

solution optimale du probleme est r* =

Phase 1 : Initialisation de I'algorithme dual simplexe

: Méthode de la contrainte
artificielle

Cette méthode est nécessaire dans le cas ou 1l existe B une base initiale mais qui nest pas
duale réalisable. On considere pour cela un probleme artificiel (F,), eréé de la fagon suivante.

Soit le probleme (PL) mis sous forme canonique par rapport a la base B. A ce problome on
ajoute une contrainte supplémentaire appelée contrainte artificielle :
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ol
e v est une variable artificielle non négative (v > 0) !
eK={jeJ:G <0}
e p e sy S A . 3 gt 3
e o ot ot gl e e s )
En résumé on a: /

mnZ=7+% s d
1945 Nay < . |
l‘~ZI]=.‘[ (Pa)‘

JEK
r20, v>0. L

Il est immédiat que Io = T'U {v} est une base évidente de (P,)-
On considére le changement de base imposé suivant :

o v sort de la base I,

o la variable z; telle que €, = min{Z, : j € K} rentre dans la base.

=

Qn ob.tient immédiatement une base duale réalisable pour (P,). On résout ce dernier a l'aidt!.
de 'algorithme dual phase 2 en partant de cette base. "
1) Si (P.) n'admet pas de solution réalisable, le probléme initial (PL) n’admet pas de solutiOI!
réalisable non plus.
2) Si (P,) admet une solution optimale dans laquelle la variable artificielle v st nulle, le
probleme (PL) est non borné. -
3) Si (P,) admet une solution optimale dans laquelle v est positive, alors mise & part la variabl®
v, la solution obtenue constitue une solution optimale de (PL). '

Remarque 1.4.3 1) Dans le cas d’un probléme de mazimisation, I'algorithme reste valable moyeﬂ’
nant les modifications suwantes : '
oK={jel:ig>0} .

e Dans le changement de base imtial 1mposé, la varable rentrante est o avec k tel que G =
max{C; : j € K}

2) Dans lo méthode des tableauz, aprés le changement de base initial imposé, si en Ccours
d’algorithme, la variable artificielle v, revient dans la base, il est certain qu’elle n'en sortira pl
Ainsi, la ligne correspondante dans le tableau simpleze devient superflue et peut-étre supprimeée. «

i

Exemple 1.4.3
- ]

min Z = 6z, + 31 — 213 i
£1+.L'2+l'326 e
2z, — 213 29
Ty, Tgy I3 Z 0. "

La forme standard est :
min Z = 61, + 319 — 213
Iy Iy +I3—T4=0
241'1 — 2.('5 —T5 = 9
> ), A=l B

L'ensemble I = {4,5} est une base évidente. La forme canonique par rapport a I est :

-

| ;
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. l.l
sORITHME DUAL SIMPLEXI
mmn Z = 6x, + 3ry — 2y
Ly T = I3+ Xy 0
=21y + 225 + 2 s = =Y
ILZU =1 . ‘.-)
On n’ a pag ¢ )
Pas ¢ 2> 0 donce J n'est pas une base duale réalisabl
On va ytij; : M SRR
* thser la méthode de la contrainte artificielle
clona K = [
Oha K = {z3}. Donc le programme auxiliaire est : g
min Z = 6z, + 3oy — 203
=TI - To-— I3 T Ty = —U
=21, + 213+ 5 = -9
I3t+v=M
U, T; 2 0. 2= l ‘:)

]u e {J'.;..I"-w (‘}

sous forme ¢

On

est une base ¢vidente du programme auxiliaire ci-dessus et le programme est
anonique par rapport a I,.

1€ Premier tableau simplexe a partir duquel on fait le changement de base initial impose.
Ty Ty a3

v
“4 oy [-1 -1 T[-6+M |
T8y %

x5 -2 0 -2]-92M | «
3 0 0 1]
-2 16 3 2] 2M | -
_ T JERIRE:
. La variable artificielle v est rentrée dans la base il est certain qu'elle n'en sortira plis donc la
ligne correspondante peut étre supprimée.

Ty Ty Ty

«— Ty T2 Ts

n [()2 1/2 -1/4] 21/4]

£y le/z 1/2 1/4 | '5/_l |
2 1 2 | -30 |

La condition d’arrét de 'algorithme est vérifice. Une solution optimale du probleme est ™ =
(%.0. i)r et la valeur optimale est Z* = 30.

1.5 Convergence de ’algorithme dual Simplexe

-

L’algorithme dual Simplexe converge si a chaque itcration les cocfficients €, sont strictement
positifs pour tout j € J. :

Par contre s'il existe j € J tel que ¢; = 0, il y a dégénérescence du probleme dual. La fonction-
objectif peut ne pas varier lors d'une itération. et un cyclage peut se produire. Pour éliminer un
éventuel cyclage, et assurer la convergence finie de I'algorithme dual simplexe, on peut utiliser les
régles de Bland ci-dessous.

Regles de Bland
Test de sortie : La variable sortante est ., qui verifie

[ = min [z el :Tn < l]] :
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Chapitre 2

Programmation linéaire paramétrique -

Il peut arrj
ITiver . ¢ ‘ , | il

o Iver, dans de nombreux problémes, (ue certaines données soient lieés & des fluctua-
S, € Soj as Ccisi \ ’ |
construit. U lent pas connues avec précision au moment ol le programme mathématique est
g . 1 elle @ 1 : A ‘ \ e
sin © telle sibuation se présente notamment, lorsque le méme probleme de décision se
pose de facop Iépétée

s (tous les jours, toutes les semaines, ou tous les mois), mais fait intervenir
a valeur de cert

dbitianie, ) \h'tl‘i.l.les gran(leur.\‘ (stocks disponibles, cours des ll'lilt'l\{‘l‘l.%\‘. [)l‘('ljli(‘l'('h, niveau (le‘lu

; *) variables dans le temps. On peut songer dans ce cas, & faire dépendre ces données
d’un ou plusieyrs parametre(s).

N L“ PI‘U‘gl:amnmtiun linéaire paramétrique est la résolution d’un programme linéaire dont cer-
tains Co~efhcwnts dépendent linéairement d'un paramétre A ou de plusieurs. 1l s’agit de déterminer
la solution optimale x*(A) en fonction de A. On considere généralement les cas suivants :

- le parametre intervient exclusivement dans la fonction-objectif ;
- le paramatre intervient exclusivement dans le second membre des vraies contraintes.

) L&: autres cas ne sont étudids ici car moins fréquents dans la pratique et plus difh’cilcs‘il
résoudre.

2.1 Paramétrisation de la fonction-objectif

Soit le probleme
min Z(A) = Y._,(c] + Ach)x;
Ar=b (PL(N))
reR", >0

ou A € M,,.(R), c € My .(R), et b € M, 1(R) avec rangA =m < n.

Définition 2.1.1 On appelle intervalle de stabilit¢ relatif a la solution de base réalisable associée
a B, lintervalle (éventuellement vide) des valeurs du paramétre A pour lesquelles la solution de

base réalisable associée & B est solution optumale de (PL(\)). ”

On suppose que le polyedre des solutions réalisables est non vide et qu'on dispose d'une base
primale réalisable B. Soit I (respectivement J) I'ensemble des indices des variables (respectivement
hors base) associées a B.

On considere la forme canonique de (PL(\)) par rapport & B : 3

‘ A A B
= ~n A2 ¥ ¢
min Z‘/\):/'\g‘j}:,lil/-l'/(;lll X “})C)( §/ ©
{ T + z]_,u r;=b 1€l

r>0 Vb ) (,J?/nﬁ R
17 “’K\S‘\MQL’

——
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3 -
On montre que
Proposition 2.1.1 L'intervalle de stabilité associ¢ ¢ B est AN
SELAA] avec
A=maXq—-3:J€J ¢ > 't X = mi L. o

2 ; 0} tf,\—llllll{“‘:“j_,ZJEJ(""'QO}_ <
Remarque 2.1.1 i
ey | N\ 2 :
1)07103:—3\>ch$9.V}EJet,\=_+xs16320_VjeJ. )
2) L'intervalle de stabilité est vide st \ > \ T
On définit ‘}

Définition 2.1.2 Deuz intervalles de R sont dits adjacents si [q borne supérieure du premiezi

cowncide avec la borne inférieure du second. Par exemple [a,b] et [b,¢]. o

g . N . R EINe WIS ¢ L
On suppose qu'on dispose d'un intervalle de stabilité associé & B. Pour déterminer un éventue:

nouvel intervalle de stabilité adjacent, on fait le changement de base suivant dans 1'algorithms,
primal du simplexe : |

¢ la variable z; (k € J) rentrant dans la base est celle dont le coefficient ¢! + Aé? s'annule pou
: - J
\/\ = ) (respectivement )). -
¢ la variable sortant de la base est déterminge par la régle classique de I'algorithme primal di|
simplexe.

Un tel changement de Ease permet de déterminer l'intervalle de stabilité adjacent & [/_\,X] d“
coté de ) (respectivement \).

Remarque 2.1.2 Si pour un tel changement de base il n'eziste pas de pivot (positif) cela signifi
qu’au-déla de cette valeur )\ (respectivement X) le probléme est non borné.

-
Le probleme (PL(A)) est complétement résolu lorsque lintervalle de définition du parametr
A est décomposé en intervalles de stabilité et en intervalles olt le probléme est hon borné.

Exemple 2.1.1

Résoudre le programme linéaire paramétrique suivant.

min Z = (84 2Nz + (7+ TA)xe + (3 + 2A\)x3
2z + 19 2> 1
Ty + 2T+ 13 2 1
Ty, To, T3 Z 0

La forme standard de ce programme est :
min Z = (84 2A\)x, + (7+ TA)z2 + (34 2))z3
20+ —xy =1
I1+212'.‘1'3—I5=1 -
o1 g ey 20
Il ny a pas de base réalisable ¢vidente on doit donc utiliser soit la phase 1 ou la méthode
grand M.
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- RISATION DE LA FONCTION-OBJECTIF T
k.llh\\'l\\ L\ M \h\nl!‘ \‘\\ Iran \ \1
.4 \-“‘.lv\\\h_‘ . . grand |
l"\i‘dl A \‘q'hn d 3 Nty TVient Qe d

{intest U second meyylype Elle |
St done plyg necessaire d'ajouts

e U1 ‘T une variable artihicielle & cette equation
PIORramme Auxiliaire est fiable urtificielle & cette Squ

J min Z = (8 + 2Nz + (T + T\t + (3 + 2\)z3 + Mz

it est
ans la deuxivime contrainte et le signe de son coefficien

A A y O on
eut étre considérée comme de base associée d cette équation

PATIES Ty = Ty + 7

6= 1
! -11"’2‘_“.’“—,.;1
I { I,ZU I'il.u.‘b
= \l‘b--l‘;; est ) DTSy o o e ]
] a cette base es}t '\ une base réalisable evidente. Le prograinme sous forme canonique par rapport
mn Z=M+342\+ (5 — 2M)ay + (I'= M + 3)\)x e
] +Mzy + (3 + 2))zs

2-rl + 1y - T+ 1= |
Ty 420+ a3 —a5 =1

\ -Fx20-1=1.---.6.
g e =]
‘ " L?\.EQ Iy Iy \
-~ 6
T o T T |«

J 2 0 -1 1
5-2M 1-M+3\ M 3+2\| 3-M<-2)|
.T -
] Cette base n'e

préfé St optimale pour aucune valeur de A. On choisit une variable hors base ayant de
ére o i

nce le coefficient le plus négatif comme variable rentrante.
Tg Ty T4 T5 | |

! %1 12 Afz -9 1/2
b T2 T3 3/2 12 -1 1/2 — -
1
! ] —3/243) 5/2 3+20|-11/2-2)|
\ ;
“ La base I = {2, 23} est optimale pour A tel que ¢ > 0. Ce qui donne \ € (3, +oal.
C Dans ce cas une solution optimale est &* = (1,0, 1) et la valeur optimale est Z*(\) = L +2)\.
212 2
| 3 Pour I'¢tape suivante on considere la variable hors base dont le cocfficient s’annule pour A = %
n f
] l T3 Ty Ly | B
pembie_ o | -1/3 2/3 1/3 1 13 1«
| ] TSR .oy | 208w 2fE |V AR
\ [1-2) 3-X 2+4Xx[-5-3)]
I 3 1
- l| Pour la base I = {z;,7,} l'intervalle de stabilité est -1, 1].
\ La solution optimale est =* = (% %.U)T et la valeur optimale est Z*(\) =5 + 3\.
13 J \ R Xy Iy l R} Mj
E e 2 3 A
TS4 22| O -1 2 1
i ] [3-2) T+TA —6— 12\ [ -7T-TA
7 1T
L)
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20 CHAPITRE 2. PROGRAMMATION LINEA[pp PARAMETRIQU ™
Pour la base [ = {Al's..l'g} I'intervalle de stabilité est 1—1. —;‘_ (“
La solution optimale est z* = (0,1,0)7 et la valeyr optimale est Z*(\) = 7+ 7\ f

Le coefficient qui s'annule pour A = -1 ne permet pas d’

: i . ) obtenir un pivot. Donc pour A €
| = o0, —1] le probléme est non borné; cc qui achove | £ I !

a resolution du probléme.

2.2 Paramétrisation du secong membre ‘
Soit le probleme 4
min Z = {6 15
Ar=b=p 4+ \p (PL(AY
TeR" >0 2 h
ot A€ Mpn(R),ce Miu(R), et be M1 (R) avec rangA = m < g !

L'ensemble des valeurs du parametre A pour les
timale peut étre décomposé en intervalles de stabi
optimale.

quelles le probleme posséde une solution op-t |
lité chacun d'eux correspondant a une base

. ’ . ’ »
Soit B une base duale réalisable (éventucllement obtenye par application de la méthode de

la contrainte artificielle). Soit I (respectivement J) Vensemble des indices des variables de bas¢™
(respectivement hors base) associé & B.

4
On suppose le probléme écrit sous forme canonique par rapport  la base B. On montre que :
Proposition 2.2.1 L'intervalle de stabilité associé & B est (AN ave A

g % B o [
A = max —i:zel,b,>0 etA=mind —=:i€l, b <0p. !
b: b
1 -

Remarque 2.2.1
1)Ona)=- sz'biZO, Vieletd=+o0sil2<0, Viel
2) L'intervalle de stabilité est vide si A > X I

1

Pour déterminer un ¢ventuel nouvel intervalle de stabilité adjacent, on fait le changement cl«.l
base suivant dans I'algorithme dual du simplexe : s i

o la variable z; (I € I) sortant de la base est celle dont le coefficient b} + Ab? s’annule pous
A = ) (respectivement )).

o la variable rentrant dans la base est déterminée par la régle classique de I'algorithme duel
du simplexe. 1

Un tel changement de base permet de déterminer I'intervalle de stabilité adjacent a (A ,—\] dr
coté de )\ (respectivement A). ;
Remarque 2.2.2 Si pour un tel changement de base, il wexiste pas de pivot (négatif) wela signifil
qu'au-deld de cette valeur )\ (respectivement ) le probléme est impossible. : !

Le probleme (PL(A)) est compléetement résolu lorsque l'intervalle de définition du parmnét{
A est décomposé en intervalles de stabilité et/ou en intervalles pour lesquels le probleme es
impossible.

Exemple 2.2.1
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TRISATION DU SECOND MENBRE g .

H|\Ulhl l l"l zran }
1€ \
mneairg param que su

1+ Ty < 8 =2\
=27, + 37, < 6= \
1‘-—]'» 2 \

U s ()

La fory
e standar
¢ standard de ce programme est

' max Z = 6z + -.J\l'g

T +To+T3=8-2A

 =6-—2A
T =Tyt 1, =2+ A
220,19 = L0

1

=22y + 31y + 1

1 = {1’.3“&1.‘]‘-} est l 7 s o r ; -
& cette base, 5} st une base évidente et le programme est déja sous forme standard par rapport
> < . *(V ar ) , ’ . - ’
donitisE VIl remarque quelle n'est pas duale réalisable. On va appliquer la méthode de la
ontrainte artificie]le

Le Programme auxiliaire est :

max Z = 6z, + 512
Ty + T2+ a0y =8—2A
_21'| -} :5.1'1 - Ty = G - /\
I —.'L'z'f"."', = 2’" /\
T +T+v=M
2 20,1 =1,500;0

I'={z3,4, 5, v} est une base évidente. Le premier tableau simplexe est

Ty Ta
I3 1 l 8 s 2/\ p
L4 -2 3 6— A

T g | Bieets| B8
v |1 1 M =
)

5 0
T

3 [-1 0[8-2A-M |« 0
14:2 -J\(’”’\")”‘
T2 (-1 -2| 2+A-M
T | | 1| 7,'\[
[-6 -1| -6M |

-
La basc duale l'("dlisd])ll,' = {l';..l',,. 1-‘.‘1']} 11 est (;])HIIIH]I‘ pour aucune valeur de X, On utilise
les regles classiques pour le changement de hase ?
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Y |
f‘a 2 5 :2—.)\
1S3 zs|-1 -2 —-6+3 -
nl 1l 1 8i—2)
6 -1]| —-48—12)
[0t S |

La base duale réalisable I = {v,z4, 75, Z1} est optimale si ' 2
22-51>0

—6+31>0 .
§-90>0

C'est-a-dire pour A € [2,4]. Dans ce cas la solution optimale est 2*(\) = (3 _,
i . = t \ .)/\ -\ t‘[ [.1 \(\ ew
optimale est Z*()A) =48 + 12A.

Remarque 2.2.3 Il n y a pas d intervalle de stabilité adjacent du cité g, i

T — t ~1 ) CO¢ j cien
{ll D()(‘()”d 771L1’lb € qlll S (llmulf 1}0“’ A ne pe) me pﬂa ( alO” un plLU nEJ ilf} -
L nc [)()u

) €]4, +00[ le probléme est impossible.
’*Ig Ts } 1
AR

o T2 12 1/2] 332 |
IS4 iz 12| 5-)p2
1172 472 [ —45+2/2

A

La base duale réalisable I = {v, 74,5, 71} est optimale pour A € [:é ] La solution —
est z°(A) = (5— 1X,3 = 2A)T et la valeur optimale est Z*(\) =45- 3.

ale l
3 | l

| 2 5| —14-53 |
TS5 zo| 1 2| 10+
ol 1 3| 12+42) |

|

1 3| =02=07

1

La base duale réalisable I = {v,73.79,2,} est optimale pour A € [-6, ——:. a solutio; I
optimale est z*(\) = (12 4+ 2,10 + M7 et la valeur optimale est Z*(\) =122 + 17\ L

Pour A €] — 0076[ le probléeme est impossible. Ce qui termine la résolution du plobluue. *'I

1

\




